EPREUVE DE MATH SECTION MATH SESSION PRINCIPALE 2009

EXERCICE N1

De quoi s’agit-il ?

Nombres complexes-Rotations-arithmétique-Probabilités

SOLUTION
1) Réponse -b - 2) Réponse -c - 3) Réponse -c - 4) Réponse - b -

EXERCICE N2

De quoi s’agit-il ?

Fonction logarithme népérien-Fonction exponentielle-Fonction réciproque d'une fonction
continue et strictement monotone-calcul intégral-Calcul d’aire

SOLUTION
1) a- En posant ¢t = —/x on aura lim (&) = lim(ln (12+ t)) = lime In1 +t)j =—00
x—0" X t—0" t =07\ t
------------------------------------------------------- 2,,-\}'
b lim (M) L (&j s
x—0" x—0 x—0" X

donc f n’est pas dérivable a droite en 0

et () admet au point O une
demi-tangente verticale dirigé vers le bas.

2) a- f est définie et strictement décroissante

sur [0,1] donc réalise une bijection de

[0,1] sur £([0,1]) de plus f est continue sur

[0,1] donc f([0,1]) =]-o0,0].

Conclusion : f réalise une bijection de [0,1] sur £([0,1]) = ]-o0,0].
b (D=5, ()

() admet au point O une demi-tangente verticale donc (I') admet en ce point



une demi-tangente horizontale.

)=y f(y)=x
=) =h(1-{y) & ¢=1-{y & Jr=l-¢ o fW=0-¢).
b-ﬂ:j_omf“(x)dx=fm2(1—2e"+e2")dx=[x—2e)‘+%eﬂo :(—2+D ( In2-— 4| )

In4
_In2 e" 2e"

3)a-Ona: {x € J-».0] , siet seulement si {y eloq]

donc 4= 1n2—§ u.a

c- En utilisant la symétrie orthogonale d’axe la droite d’équation y =x on aura :

I411’1( dx r|f(X)|dx——Xln2 ﬂ_h’iTz_l 2+ z (f—l(o):O ot f—l(_lnz):%)
D’ou _L“ln(l—\/;)dx:%InZ—g

Autrement : 4= _rf(x) (- ln2))dx—ln2—§ donc I“ln( —Jx)dx = ln2—§—%ln2:%ln2—§

EXERCICE N2

De quoi s’agit-il ?

Similitude directe —-Similitude indirecte-symétrie orthogonale -Composée d'une similitude
directe et d"'une symétrie orthogonale.

SOLUTION

1) voir figure ci-contre.

2) a- (J71, JK ) =—— [2n] est une mesure de I'angle de f

NS

en effet :

J—K:%ﬂ:ﬁcarJ:B*C,K:A*C et [=AxB

(41, 4K ) = (4B, AC)—E [27]
Al = AK car ABC estisocéleen 4, K =A*C et [=A*B

donc AIJK est un carré direct dont [JA] est une diagonale

ainsi (J71, JK ) =-—=— [2n]

NG|

Autrement :



(JK)//(AB) car dans le triangle ABC ona: J=B*CetK =A*C
donc (‘77',;]—1() E(B—C,ﬂ) [2n]

r (B—C, ﬂ) == [2n] car ABC est un triangle rectangle et isocéle en 4 de sens direct

N8

par suite (ﬂf J—K) = (J—A, LA]—C) +(ﬁ: JT() [2n]

-_r.r [2n] d’ou (.ﬁ,J_’K)E—E [2n]
2 4 4
154 NG
K _ B4 2
K _2 =Co (Ejz— est le rapport de f .
78 BC " BC 4) 2
2
Lpe
JL_4°¢ BC_ 1\
b m\ T
(74, JK)——Z [2n]
(77,7H) = (CA 74) = (AC, 47) = -g [2n]
- L ] ou  f()=H
c JH_EJA_EBC_ 1 _Q don £ (1) .
J 1 ,~ BA 2cos(%) 2

1 -1 - 2
3) a- z':—§(1+i)z+§(l+i) est de la forme z'=az+b ou |a|=7¢0

2
donc ¢ est une similitude indirecte de rapport -

1 — 1 ] 1 1 1

Or ——(+)zp+—(1+1) == +)+—1+) =—(i-D+=(1+i)=i=z. dou ¢(C)=C
2 2 2 2 2 2

et comme |a| #1donc C est I’'unique point invariant par f qui n’est autre que le centre.

! ) +—1i l+li
—_ z = — z, =— _ z = — —_—
) ) ) T4 4

c- —l(l+i)z_,+l(l+i):—l(l+i)+l(l+i):l(l+i):zH dou o(I)=H.
2 2 4 2 4

Larozelarn=—Ltasna-n+larn=—Lilasn=Lic. von o=k
2 2 4 2 2 2 2



ofS,,()=fU)=H donc foS, (I)=H
d- ’fOS(,K)(J)=f(A)=K donc foS(,K)(J):K

® f o5 est une similitude indirecte comme composée

d'une similitude directe et antidéplacement
Donc foS§,, et ¢ sontdeux similitudes indirectes qui coincident en deux points distincts
par suite@ = f oS, .
4) a- La droite A est porté par la bissectrice intérieur de (Ei, C—K) (ou (C_'f, CT—D)
b-0 Pe(K) alors S, (P)=P par suite ¢(P) =f°oSu (P)=f(P) donc o(P)=f(P).
Pe(IK) alors f(P)e f{UK))=(LH) parsuite ¢(P)e(LH)
PeA et A étantPaxede ¢ alors @(P) ep(A)=A

Ainsi @(P)e AN(LH)={Q} par conséquent ¢(P)=Q.

EXERCICE N4

De quoi s’agit-il ?

Ellipse-équation de la tangente a une ellipse en ’un de ses points-Aire d’un triangle

SOLUTION

2 2

1) a- Lellipse (E) a pour équation, dans le repére orthonormé direct (O,Z}) , )16—2 +% =1

a=1, b=2 etcomme a<b , ’axe focal est (O,}').
Les sommets suivant I’axe focal de (£) ont pour coordonnées (0, —2) et (O, 2)
Les sommets suivant I’axe non focal de () ont pour coordonnées (—1,0) et (1,0)

Comme ¢=+F —a? =+/3 donc les foyers de (£) ont pour coordonnées (0,—/3) et (0,+/3)

b- voir figure ci-contre

cos’x 4sin’x

2 « 2
=cos“x+sin“x=1.
1? 22

Donc M e (E)



2) Une équation de la tangente a (£) en un point M (x,, y,)est :

:%+%:l par suite pour M(cos0,2sin0) on aura
2ysin6
T:xcos®+2Y 1 dron T:2xcosB+ ysinf—-2=0.

3) a- Le triangle OPQ est rectangle en O

donc laire ./ = %x OPx0Q

P<(0,i Y, =0 . 1
Or { e( 1) donc {2;pcos():2 d’ou P(cose’o)

A Qe (O,j) Xq=0 21 2
de méme {Q T donc Vosin6 =2 d’ou Q(O, sine)

De plus cos8>0 et sin6>0 pour tout 06}0,%[

. 1 1 7 o/ 2
Ainsi ./ =—x R _ =1
2 cosO sin® 2cosBsin® sin(20)
donc .7/ =— 2 )
sin(20)
b- L’aire ./ =— est minimale si et seulement si
sin(20)

sin 20 est maximum or 0 <20 <z donc 0<sin20 <1

. .. ) . I8
d’ou .7/ est minimale siet seulement si 20 = —

par suite 0:% d’ou: P(\/E,O) , Q(O,2\/§) et M(g,x/i)

ce qui prouve que M est le milieu du segment [PQ] .

------------------------




EXERCICE N°5

De quoi s’agit-il ?
Equations différentielles -Recherche d’un ensemble de fonctions.

SOLUTION

1) L’ensemble des solutions de I’équation différentielle y"+ y =0 est I’ensemble des fonctions
définies sur 0 par: f(x)=Asinx+Bcosx ou (4,B)ell’

2) a- g(x) =cosx est deux fois dérivable sur [] et g'(x) =—sinx

donc g'(x)+g(g—x):—sinx+cos(g—x):—sinx+sinx:0 ainsi g'(x)+g(g—x):0

par suite g est un ¢lément de E.

b- Comme £ est un élément de E donc pour toutréel x ona: f'(x)+ f (g—x) =0
et par suite f”(x)—f'(g_x) =0 d’ou f”(x) 2 f'(g_x)

c- Si f estun élément de E alors pourtoutréel x ona: f'(x)=—f (g—x)

ce qui donne : pour tout réel x , f'(g—x):—f(%—(g—x)):—f(x).

Or d’aprés b- si f est un élément de E alors pour toutréel x, f"(x)= f '(g—x)

Par suite : pour toutréel x, f"(x)=—f(x) dou f"(x)+ 1 (x)=0
C'est-a-dire f est une solution de I’équation différentielle y"™+y=0.
d- d’apreés c- si f est unélément de E alors f est une solution de I’équation différentielle

y"+y=0 donc f(x)=Asinx+Bcosx ou(4,B)ell’.

D’autre part, comme f est un élément de E donc pourtoutréel x ona: f'(x)+ f (g—x) =0

Ce qui donne, pour tout réel x, (4cosx—Bsinx)+ (A sin (g - x) + Bcos (% - x)) =0



donc pour tout réel x =~ Acosx—Bsinx+Acosx+Bsinx=24cosx=0 ainsi 4=0

d’ou f(x)=Bcosx ouBell .

Conclusion : E est I’ensemble des fonctions définies sur I par: f(x)=Bcosx ouBell .

FIN.



